Analysis Folgen und Reihen

2. Eigenschaften von Zahlenfolgen

2.1. Monotone Folgen

1.

Definition

Eine Folge heisst streng monoton wachsend, wenn fir alle n gilt: a,11 > a,.

(D.h. jedes Folgenglied ist grosser als sein Vorganger. Man sagt auch streng monoton
zunehmend.)

Eine Folge heisst monoton wachsend, wenn fiir alle n gilt: a, 1 > a,.

(Jedes Folgenglied ist mindestens gleich gross wie sein Vorgédnger. Man sagt auch
monoton nichtabnehmend.)

Eine Folge heisst streng monoton fallend, wenn fir alle n gilt: a,+1 < a,.

(Man sagt auch streng monoton abnehmend.)

Eine Folge heisst monoton fallend, wenn fiir alle n gilt: a,+1 < a,.

(Man sagt auch monoton nichtzunehmend.)

Musterbeispiele
(an) : 14,7010, 13, o
(bn) 13,6,12,24,48, ...
(Cn) i =1, =2, =4, =8, =16, . ..
(dn) c 1,1,2,3,5,8, 13, ..
111 1
(€n> ’§’Z7§’T6"“ .................................................
(fn) :2.2,2.02,2.002,2.0002, . .. i
(o) 12345
n LSNP EIE Tttt
(hn) 102,302 1,23, 2,00
) 11 1 1
(jn) 7—571,—§,176,... .................................................
Definition

Eine Folge heisst alternierend, wenn fiir alle n gilt: a,1 - a, < 0.

(D.h. zwei benachbarte Folgenglieder haben stets verschiedene Vorzeichen oder “das
Vorzeichen wechselt dauernd®).

Die Eigenschaften “monoton“ und “alternierend* schliessen sich gegenseitig aus. Eine
monotone Folge ist nicht alternierend, eine alternierende nicht monoton. Es gibt aber
Folgen, die weder monoton noch alternierend sind (siehe oben die Folge (h,,) ).

Ubung
a) Wann ist eine AF monoton, wann alternierend?

b) Wann ist eine GF monoton, wann alternierend?
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2.2. Beschrankte Folgen

1.

Definition

Eine Folge heisst nach oben beschriankt, wenn es eine Zahl ¢ gibt, so dass fiir alle
n gilt: a, <t (D.h. die Zahl t wird nicht iiberschritten.) Diese Zahl ¢ heisst obere
Grenze.

Eine Folge heisst nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl u gibt, so dass fiir alle n
gilt: a,, > u (D.h. die Zahl u wird nicht unterschritten.) Diese Zahl u heisst untere
Grenze.

Von allen méglichen Grenzen ¢ und w interessieren uns natiirlich diejenigen, welche
eine Folge moglichst gut eingrenzen. Also miissen ¢ und v moglichst nahe beieinander
liegen. Das bedeutet, dass ¢t moglichst klein und v moglichst gross sein sollte.

Die kleinste obere Grenze einer Folge heisst Supremum (Bezeichnung: sup)

Die grosste untere Grenze einer Folge heisst Infimum (Bezeichnung: inf)

Eine Folge, die ein Supremum und ein Infimum hat, heisst beschrankte Folge.

Musterbeispiele

(an) = 1,4, 7,00, 18, .o
(bn) :3,6,12,24,48, ..
(Cn) 1 =1, =2, =4, =8, =16, . ..
(dn) = 1,152,835, 8, 13,
(e) : 1 1111

€n LRI et
(fn) :2.2,2.02,2.002,2.0002, . .. i
( )'1 2345

In DONRIDEIE Tttt
(hn) 0 1,2,3,2,1,2,3,2
Ga) : 1 11 11

Jn T W TRIIET T Tttt

Bemerkungen

Die letzten Beispiele zeigen uns, dass das Supremum und das Infimum einer Folge
angenommen werden konnen, aber nicht angenommen werden miissen.

Wenn das Supremum angenommen wird, dann gibt es also (mindestens) ein grosstes
Folgenglied. Dieses nennen wir Maximum (Bezeichnung: max)

Wenn das Infimum angenommen wird, dann gibt es (mindestens) ein kleinstes Fol-
genglied. Dieses heisst Minimum (Bezeichnung: min)

Folgerungen

Wenn eine Folge ein Maximum (also ein grosstes Folgenglied) hat, dann ist dieser
Wert auch Supremum. Aus der Existenz des Supremums kann aber nicht unbedingt
auf ein Maximum geschlossen werden. D.h. die Aussage Maximum ist starker.

Wenn eine Folge ein Minimum (also ein kleinstes Folgenglied) hat, dann ist dieser
Wert auch Infimum. Aus der Existenz des Infimums kann aber nicht unbedingt auf
ein Minimum geschlossen werden. D.h. die Aussage Minimum ist starker.
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Analysis

5. Folgen aufzeichnen

Zur Illustration der Eigenschaften einer Zahlenfolge kann man die Folge aufzeichnen,
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Ubung

Einige Aufgaben zum Uberlegen:

(Es sei a; # 0, ¢ # 0 und ¢ # 1, damit die unmoglichen und

quasi sinnlosen Félle ausgeschlossen sind.)

mum?

a) Wann hat eine GF ein Supremum/Infimum/Maximum/Mini-

hat?
c) Gibt es eine Folge, die zwar sowohl Supremum als auch Infimum,

b) Gibt es eine Folge, die weder ein Supremum noch ein Infimum

aber weder Maximum noch Minimum hat?
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2.3. Der Grenzwert einer Folge

1. Anschauliche Version des Grenzwerts

Betrachte die drei Folgen:

1234
(ay) : G GIAIET T TTeeTeeTeeereeteeeseeiiiiiiiii
(bn)  3.3,3.03,3.003,3.0003, ... e ee e
11 1 1

(cn) 1 1, VU IS
Alle drei Folgen néhern sich einer gewissen Zahl, d.h. mit zunehmendem Index n wird
a, immer in der Ndhe von 1, b,, in der Néhe von 3 und ¢, in der Ndhe von 0 liegen.
Diese Zahl nennt man Grenzwert der Folge. Der Grenzwert ist also diejenige Zahl,
deren sich die Folgenglieder beliebig nahern.

Man schreibt dafir lim (an,) =1, bzw. lim (b,) = 3 sowie dim (cn) =0

Wenn man so will, ist der Grenzwert das unendlichste Folgenglied. Ahnlich wie beim
Supremum, welches nicht angenommen werden muss, muss auch der Grenzwert nicht
angenommen werden. (Es ist sogar so, dass der Grenzwert nur in wenigen Féllen
angenommen wird.) Wichtig dabei ist, dass sich die Folgenglieder nicht mehr vom
Grenzwert weg bewegen. Beispielsweise hat die Folge (d,) : 0,1,0,2,0,3,0,4, - - kei-
nen Grenzwert, auch wenn unendlich viele Folgenglieder gleich Null sind.

2. Musterbeispiele
ar) 1 0.3,0.33,0.333,0.3333, . .. i

b 34567
W IR DG R g e
Cn) 116, 8,4, =2, L,
11 1
Zgﬁj. .................................................

£0.9,0.99,0.999,0.9999, . .. it
T P P L R

(

(bn)

(cn) 1
(dn):17§7 1 Q0
(en)

(fn)

3. Definition

Wenn eine Folge einen Grenzwert besitzt, dann sagt man, die Folge konvergiere
gegen diesen Wert und die Folge heisst konvergente Folge.
Eine Folge mit Grenzwert 0 heisst Nullfolge.

4. Arithmetische und Geometrische Folgen

Wann hat eine AF einen Grenzwert? Und wann hat eine GF einen Grenzwert?

14



Analysis Folgen und Reihen

5.

Grenzwerte berechnen

) 1
) gy o T e
N4
2
D) B =
n+3
n
c) cp S CTCTTTeTToTeneTeeeteeereneesee
3nd —n
Q) Ay = o
) 2n3 — 10
Das ¢ - Band
Wir zeichnen zwei Folgen auf:
1 4 8 5
n :4717 7_77_77_17_77_77"’
2) (an) 07373 771

b) (by):—1,1,2,2.5,2.75,2.875, . ..

A T A A R
AN L AN L
S|
)0 1112 13 14 15 16 a7 18 s 1[0 1112 1324 15 6 47 189

Bei beiden Folgen kénnen wir nun ein ganz schmales, horizontales Band legen, so dass
(vielleicht mit Ausnahme der ersten paar) alle aufgezeichneten Punkte der Folgenglie-
der in diesem Band liegen. Das Band ist nach rechts unbegrenzt. Es hat die Hohe von
2 - ¢ und wir nennen es demzufolge e-Band.

Wenn wir nun dieses e-Band beliebig schmal machen kénnen, dann konvergiert die
Folge und die mittlere Hohe dieses e-Bandes ist dann der Grenzwert.

Mathematisch genaue Formulierung des Grenzwerts

Es sei € > 0, d.h. ¢ ist eine beliebige (fiir uns wichtig: beliebig kleine) positive Zahl.
Ein offenes Intervall Ja — €, a + €[, also alle Zahlen, welche sich von a hochstens um &
unterscheiden, heisst e-Umgebung von a. (Das sind die Zahlen, die in der Néhe von a
liegen.)

Eine Zahl a heisst nun Grenzwert einer Folge (a,), wenn fiir jede (fiir uns wichtig:
jede noch so beliebig kleine) e-Umgebung von a ab einem bestimmten Index n alle
Folgenglieder innerhalb dieser e-Umgebung liegen.
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8. Folgen diskutieren

Bestimme alle Eigenschaften der jeweiligen Folge.
Gedankenstiitze: Monotonie/alternierend, Grenzen (inf=7 usw.),
Grenzwert (lim = 7).

1 n
W=8- (=] +4
a) a (2) +

2n
b) b, =
) n+3

Ubung

Von einer Folge kennt man die ersten Folgenglieder:

10 13 16 19 22 25

ERRR AN AN R

Finde eine explizite Definition und diskutiere die Folge.
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